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Extrait d'une lettre adressée a M. Craig 

PAR M. Hermite. 



.... permetter moi de vous offrir pour Y Américain Journal de Mathématiques 
le résultat d'une recherche qui a fait le sujet d'une de mes lepons, sur la valeur 
asymptotique de log V (a) lorsque a est supposé un grand nombre. En étudiant 
les diverses méthodes par lesquelles a été traitée cette question importante, 
j'avais déjà remarqué que l'intégrale de Raabe, 

/ log r (a + x) dx = a log a — a + log V In, 

peut y être introduite avec avantage, mais la considération de cette quantité 
s'offre plus naturellement que je ne l'avais encore vu, sous le point de vue 
nouveau que je vais vous indiquer. 

Je parts de cette identité élémentaire où JJ et V sont deux fonctions quel- 
conques de x, 

f UV" dx = UV<— VU 1 + Ç VU" dx , 

puis je fais, U= x — x % , 

V=F(a + x), 

a désignant une constante, et je prends les intégrales entre les limites ce = et 
x = 1 . On obtient ainsi la relation, 

J*\x — » 2 ) F" (a + x)dx = F {a + 1) + F (a) — 2 J^F(a + x) dx. 
Cela étant soit F(x) = log F (x) , posons encore, 

J=.\ log r (a + x) dx, 

J(a) = i£\x - x*) Di log r (a + x) dx ; 
au moyen de l'égalité, 

log r (a + 1) + logr(o) = 2 log T (a) + log a, 
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on trouve l'expression suivante, 

log r (a) = J — ^ log a + J(a) . 
Elle met immédiatement en évidence que la quantité, 

J — J log a = (a — i) log a — a -f- logV 2n , 
est la valeur approchée du premier membre, pour a très grand. Il est facile 
en effet d'obtenir une limite supérieure de J(a), si l'on remarque que la facteur 
B\ log r (a 4- x) qui figure sous le signe d'intégration est toujours positif. C'est 
ce que montre la série, 

Dl lOg r (a ■+■ x) = 7 : « -r- t : r-— v„ -4- . . . . 

x & v r > (a + xf ^ (a -f x + l) 2 ^ 
ou encore la formule, 

D! log !> + *)= /"4^4, 

conséquence de l'expression de Cauchy, 

dy 



/O rp ay fi y -, 



2/ 



la quantité ^ _ 1 étant positive pour toutes les valeurs de y . Cette limite est 
donnée par la relation suivante où g est compris entre zéro et l'unité, 

J(a) = i (£ - e)f^Dl log I* (a + *) eto = ^=^ . 

Le maximum de £ — £ 2 est i, on peut donc écrire en désignant par 6 un nombre 
positif, inférieur à l'unité, 

Nous pouvons même aller plus loin et parvenir à la limite précise 

J(a) = éà ' 

comme je vais le faire voir. 

Je tire pour cela de la relation générale, 

£F(x)dx=f \F(x) + F(l - x)] dx, 
cette nouvelle expression, 

J(a) = \ jf {x — ce 8 ) D\ [logT (a + x) + logT (a + 1 — «)] tfo, 
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et je remarque que les quantités ce — ce 2 et Dl [log r (a + ce) + log T (a + 1 — ce)] 
varient en sens contraire entre les limites de l'intégrale. La première est crois- 
sante tandis que la seconde qui a pour valeur, 

/°ye ay [f v -\-e a - x)v "\ n 
— #^l V 

est au contraire décroissante, comme on le reconnait au moyen de la dérivée, 

/" yV [f* — é 1 -^*] ây 
-co ê> — 1 " 

En effet, le dénominateur e y — 1 est négatif, et si nous supposons x<Cl —x, 
c'est-à-dire cc<i, on a puisque la variable y est négative, e xy '^>e -~ x)y . Nous 
pouvons en conséquence appliquer le théorème de M. Tchebichef qui consiste en 
ce que les fonctions <?>(cc) et 4>(%) étant l'une croissante, l'autre décroissante, 
lorsque la variable croit de a à b, on a 

Ç> (ce) 4 (ce) dx <CJ 4> (x) dx . / 4* (x) dx . 
Il vient ainsi : 

J(a) <£(x — ce 8 ) dx.fDl log [r (a + x) V (a + 1 — x)] dec 

et en employant la relation dont il a été déjà fais usage, 

£F(x) dx =£[f(x) + F(l - *)] <fe, 
nous trouvons sous une forme plus simple, 

^ r ( a )- < ^ t / { x — v?)dx.J a Dl.\ogT(a -\- x)dx. 
On en conclut la limitation à la quelle il s'agissait de parvenir, 

3 (a) = — — . 
v ' 12a 

La valeur de la quantité J(a) que nous avons obtenue au moyen de l'intégrale 
d'une fonction uniforme, n'ayant que des discontinuités polaires, conduit à des 
conséquences analytiques importantes. Ayant en effet, 

j î iogr(a + a; ) = ^- y + (ffi+ie 1 +i) , + 

on voit que l'expression, 

£{x — x") JDi log r (a + x) dx , 
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sera finie et déterminée avec un sens unique, pour toutes les valeurs réelles ou 
imaginaires de a , à moins qu'on ne suppose, 

a -j- ce = 0, — 1, — 2, .... 

La variable ce croissant dans l'intégrale de zéro à l'unité, les valeurs négatives 
sont à exclure, nous excepterons par suite la partie illimitée à gauche de l'origine, 
de l'axe des abscisses, en représentant a par l'affixe d'un point rapporté à des axes 
rectangulaires dans un plan. J'ajoute que le long de cette ligne la différence, 

J(a-\- iX) — J(a — iX) 

ne tend pas vers zéro, pour une valeur infiniment petite de X que je supposerai 
réelle, et positive ; la partie négative de l'axe des abscisses sera ainsi une coupure 
pour la fonction J(a) . 

Soit en effet a = — n — £ , n étant un entier quelconque et £ une quantité 
positive moindre que l'unité. J'envisage l'expression qu'on tire de la formule 

J(a) = W (te — ce 2 ) D\ log r (a + ce) dx, 

au moyen de la série qui représente X>| log V(a + ce) , et après avoir remplacé a 
par a-\-i%, j'observe qu'entre les limites de l'intégrale, tous les termes seront 

finis pour /l=0, sauf un seul qui correspond à la fraction -. — ■ ; — ^ , c'est-à-dire 

r ^ r (a + n + xy 

-. r „ . Les termes finis disparaissent dans la différence de J(a-\-iX) — J(a — iX) 

(a? — çy 

qui sera par conséquent donnée par l'intégrale, 

i/o ( œ ~~ ^L(cc - £ + ixy ~ (x — ï — ïxy J dx • 

On la ramène d'abord si on intègre par parties à la suivante, 
et en simplifiant, . f* 1 A, (2ce — l)dx 

Vo *>+ (x — çy 

Cela étant faisons ce — £ = %y, et l'on trouvera, 



P 1 X{2a 



2x —l)dx _ P * (2g — 1 + ^y)dy 
( x -.ç)*-J_± — l + tf 



= (2£ - 1)( arctg L^J + arctg -|-) + * log g+^-^IE 



La limite pour a, infiniment petit et positif, est (2g — l)?t; on en conclut la 
relation J(a-\-iX) — J (a — iX) — {2^ — 1) in , 
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que je me suis proposé d'obtenir, elle s'écrit habituellement sous la forme, 

J(a) — J(â) = (2£— l)in, 

et l'on remarquera le caractère arithmétique de la quantité £ qui est l'excès 
de la quantité positive — a sur le "nombre entier le plus voisin par défaut. 

C'est M. Stieltjes qui a le premier obtenu l'extension de la fonction J(a) 
à tout le plan, aifecté d'une coupure, dans son beau mémoire, sur le développe- 
ment de ïogT(x) (Journal de Mathématiques de M. Jordan, t. V, p. 428). Le 
point de vue auquel je me suis placé est entièrement différent de celui de 
l'illustre géomètre, et conduit en suivant une marche inverte à conclure de la 
nouvelle expression de J(a) qui sert de base et de point de départ, les formules 
précédemment obtenues par Binet et Gudermann. De l'intégrale, 

* C , {X Z X l d % = (a + n + k) log ( 1 + —J- ) — 1 
vo (a, -j- x + ny K z ' ° \ ' a + nj 

je tire d'abord la série de Gudermann, 

./■(a)=2[(a + w + i)log(l + _p^) — l] (w=0, 1, 2 ) 

L'expression dont j'ai fait usage plus haut, 

donne ensuite d'une manière facile, en remarquent que l'on a, 

Ç(x — ce 2 ) e°*dx = <fy (^ZL°f _ 1 ~ 2x _ 4-") 

J \ y y* y 3 s 

et par conséquent, 

la formule de Binet employée par Cauchy dans son mémoire célèbre sur la série 
de Stirling, à savoir : 

r ((ù - H e°y[e«(y-î) + y+2-]dy 

En partant de cette expression et par diverses méthodes on parvient enfin à 
un autre résultat du encore à Binet, 

J(a)= — / s_L^ — / — 

v ' n^o ce 2 + a? 

qui permet comme on sait d'arriver par une voie plus facile et plus simple que 
celle de Cauchy au reste de cette série de Stirling et à l'importante conclusion 
obtenue par le grand géomètre. 



